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Ein wesentliches Merkmal der Feldgleichungen 
der allgemeinen Relativitätstheorie ist ihre Nicht-
linearität. Diese hat zur Folge, wie EINSTEIN und 
GROMMER 1 allgemein zeigen konnten, daß die Be-
wegungsgleichungen materieller Körper in den Feld-
gleichungen enthalten sind. Eine explizite Darstel-
lung der Bewegungsgleichungen von Körpern, deren 
Eigenfeld nicht vernachlässigt werden kann, gelang 
EINSTEIN, INFELD und HOFFMANN 2 unter folgenden 
Voraussetzungen: 

(A) Schwaches Gravitationsfeld 3 : 

(B) Ausdehnung der Körper klein gegen ihren 
gegenseitigen Abstand. 

(C) Langsame Bewegung der betrachteten Kör-
per: 

v/c< 1 . 

Die Näherung wurde dabei bis zu Termen der 
Ordnung G2 bzw. G(v/c)2 einschließlich getrieben 
(G = NEWTONsche Gravitationskonstante). 

Während EINSTEIN, INFELD und HOFFMANN die 
Körper als Singularitäten des Gravitationsfeldes auf-
faßten, behandelten FOCK 4 und PETROVA 5 dasselbe 
Problem unter Berücksichtigung der inneren Struk-
tur der Körper, wobei sich dieselben Bewegungs-
gleichungen ergaben. PAPAPETROU 6 konnte dann die 
Methode von FOCK durch konsequente Verwendung 
der dynamischen Gleichung wesentlich vereinfachen. 

In den Abschnitten 1 bis 5 dieser Arbeit wird 
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2 A . EINSTEIN, L. INFELD U. B. HOFFMANN, A n n . M a t h . 39, 65 
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eine Methode zur Aufstellung der Bewegungsglei-
chungen für beliebige Geschwindigkeiten, also nur 
unter den Annahmen (A) und (B) , beschrieben. Die 
Ergebnisse werden in erster Näherung, d. h. bis zu 
Termen der Ordnung G einschließlich, angegeben. 

Im Sinne der Methode von FOCK 4 und PAPA-

PETROU 6 wird das Innere der Körper in konsequen-
ter Weise behandelt, wobei wir mit ziemlich allge-
meinen Annahmen über die Form des Materietensors 
auskommen werden. BERTOTTI 7, der inzwischen das-
selbe Problem bearbeitet hat, führt im Gegensatz 
dazu schematisch eine zentrale Weltlinie jedes Kör-
pers ein, in deren Nähe der Druck in der als ideale 
Flüssigkeit vorausgesetzten Materie gewissen Be-
dingungen genügen muß. 

In Abschnitt 6 werden die Bewegungsgleichungen 
für einen Spezialfall integriert. Es handelt sich da-
bei um die hyperbolische Bewegung zweier Körper, 
deren Bahnen sich nur wenig von geraden Linien 
unterscheiden. 

1. Feldgleichungen und Materietensor 

Wir verwenden die DE DoNDERsche Koordinaten-
bedingung 8 

= (1) 

weshalb es sich empfiehlt, als Feldgrößen die 
zu nehmen. Wir setzen demgemäß 

g.«y = y - g g!*v = r)"v + to" + . . • • ( 2 ) 
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Der Entwicklungsparameter ist x ^ S ^ G / c * und k"v 

sind die in ^ linearen Terme. 
In den Feldgleichungen 

g>"R=-xT',v (3) 

denken wir uns den Materietensor T'iV ebenfalls nach 
Potenzen von x entwickelt: 

Juv = T u r + T,ur
 +
 . . .

 ?
 (4) 

0 1 

wobei T'"' oc x°, T'"' <x x1 usw. gilt. In erster Nähe-
o 1 

rung reduziert sich dann (3) auf die wohlbekann-
ten linearisierten Feldgleichungen 

k"v, oo = 2 x Tuy. (5) 
0 

Den Materietensor schreiben wir in der Form 
= Q u" Uv + P ' " ' ( 6 ) 

mit der Geschwindigkeit 

u" = dx"/ds (ds2 = glty dx" dx ' ) . (7) 

der Energiedichte (j und dem Spannungstensor puv. 
Es wird sich als zweckmäßig erweisen, mit Hilfe der 
rju>• eine Vierergeschwindigkeit U" durch 

U" = dxu/do ( d o 2 = rjftv d x " d x r ) ( 8 ) 

einzuführen. Benutzen wir die Abkürzung 

o = £ (do /ds ) 2 , (9) 

so wird aus (6) 

= o U" U" + p>" . (10) 

Da wir uns nur für diskrete Körper interessieren, 
können wir aufteilen: 

s r = 2 a r - 2 (Qa k K+K
v

) • ( i d 

a a 

oa und p'™ sind nur im Körper a von Null verschie-
den. 

Wir wollen annehmen, daß alle Körper reine 
Translationsbewegungen ausführen, so daß die Vie-
rergeschwindigkeit durch 
K = { K K } = { ( i - « & / c 2 ) (12) 

(d' /c) (1 - ä k ä k / c 2 ) - l h } 
9 D i e äl s ind in unserer ersten N ä h e r u n g f ü r al le P u n k t e 

des K ö r p e r s a gle ich. Z w a r w i r d K ö r p e r a bes ch leun ig t u n d 
er fährt dadurch zeitlich var iable LoREvrz -Kontraktionen. 
D a wi r aber ein schwaches Fe ld betrachten , ist d i e Be-
s c h l e u n i g u n g k le in und der durch d iesen Ef fekt hervorge -
r u f e n e Untersch ied in d e n G e s c h w i n d i g k e i t e n d e r e inzel -
nen P u n k t e des K ö r p e r s macht sich erst in zwei ter N ä h e -
r u n g b e m e r k b a r . 

10 D a s ist äquiva lent mit der üb l i chen A n n a h m e , d a ß d ie 
Dichte nicht sehr g r o ß ist. 

gegeben ist. Die äl = da'/dt bedeuten dabei die Kom-
ponenten der dreidimensionalen Geschwindigkeit des 
Körpers 9 a . Über die Größen brauchen wir nur 
vorauszusetzen, daß sie von 1. Ordnung klein sind 10 

und daß im Ruhsystem des Körpers a 

p°;=0 (i3) 

gilt n . Damit wird aus (11) 

n v = Qau:u:. U 4 > 
0 0 

Aus (1) und (5) findet man dann in nullter Nähe-
rung 

Ua = const, oa = const. (15) 
0 

Wir können nun die retardierten Lösungen 12 der 
linearen Feldgleichungen (5) sofort angeben. Da 
wir die Bewegungsgleichungen des Körpers a auf-
stellen wollen, schreiben wir die Lösungen für einen 
Aufpunkt x„ = (x£) im Inneren dieses Körpers auf. 
Sie lauten 

* " ( * . ) = c ( * a ) + 2 > n * j - ( i 6 ) 
b 4= a 

Der erste Term bedeutet den vom Körper a selbst 
herrührenden Beitrag und hat nach (5) und (14) 
die Form 

Jaoc X . (17) 

Von dem Faktor ] a genügt es für unsere Zwecke zu 
wissen, daß er proportional zu x , also von erster 
Ordnung klein ist und nicht von // und v abhängt. 
Der zweite Term in (16) faßt die Beiträge aller 
anderen Körper außer a zusammen. Wegen der Vor-
aussetzung (B) kommt es hierbei nicht auf die ge-
naue Lage des Aufpunkts im Körper a an, so daß wir 
im Argument die Aufpunktskoordinaten xa = (x£) 
durch die Koordinaten a = (a ; ') eines fest gewählten 
Punktes 13 ersetzen dürfen. 

Die k£v(a) sind gegeben durch (vgl. z. B. S Y N G E U ) 

*T(«) = * mb U$ Ul[wb(a)]-i, (18) 
Z 71 

wb(a) = -Ubo (b'"-a"), Uba = r\oQ (19) 

11 F ü r i d e a l e F lüss igke i t en w ä r e z . B . pt'v = p (u.u uv — gnv). 
12 A l l e Ü b e r l e g u n g e n ge l ten g e n a u s o für die avanc ier ten P o -

tent ia le b z w . e ine L i n e a r k o m b i n a t i o n von retardierten u n d 
avanc i e r ten P o t e n t i a l e n . 

13 B e i K ö r p e r n mit K u g e l s y m m e t r i e im R u h s y s t e m k a n n 
m a n d a f ü r z. B. d ie K o o r d i n a t e n des M i t t e l p u n k t e s wäh-
len . 

14 J . L . SYNGE, R e l a t i v i t y : T h e S p e c i a l T h e o r y , N o r t h - H o l l a n d 
P u b l . C o . , A m s t e r d a m 1 9 5 6 . 



Hierbei ist zur Abkürzung 

™b = V [ QbdV 
c (5) 0 

(20) 

gesetzt worden, wo über das Volumen des Körpers b 
bei = const zu integrieren ist, und (b'°) ist der 
Punkt, wo die Vergangenheit des zum Punkt (a°) , 
d. h. zur Lage des Körpers a im betrachteten Zeit-
punkt t = x°/c gehörigen Lichtkegels die Weltlinie des 
Körpers b [wegen (15) eine gerade Linie in nullter 
Näherung] schneidet (vgl. Abb. 1 ) . 

X Lft kZeit 

Raum 
Abb. 1. 

Lage des Punktes b'n. 

2. Dynamische Gleichung 

Die dynamische Gleichung 
T v _ 1 CJ'»'<7 sr — 0 , v — 2 ~ — 

lautet mit der Abkürzung 

H(xa)=Ha(xa) + XHb(a) 

(21) 

(22) 
b + a 

h K K KMa) + 2 kbva(a) 
b 4= a 

bei der die Größen 

hpV = gpy - rjnv = (g Yjnv rjQo - rjue rjvo) (23) 

wie die kuv in (16) zerlegt sind, in erster Näherung 

v + Qa H, n(xa) = 0 . (24) 
0 

Als nächstes bestimmen wir eine modifizierte 
Dichte * * , * /-oc-i 

Qa=Qa + Qa> U5) 
0 1 

für die in der ersten Näherung ein Erhaltungssatz, 
nämlich dQa*/do = 0 , (26) 

gelten soll. Dazu bilden wir mit Hilfe von (23) aus 
(10) die Tensordichte 

^ a ; = 9 , o K = (Qa + Q a ) U a , U : (27) 
0 1 

+ Qah(xa)u°au: + V a ; . 

Diese Gleichung differenzieren wir nach xv und 
multiplizieren sie anschließend mit . Die da-
bei aus dem letzten Term entstehende Invariante 
P aj v^a verschwindet, weil sie gemäß (13) im 
Ruhsystem des Körpers a gleich Null ist. Wenn wir 
dann noch in der linken Seite ( = U%%afiv,v) (24) 
verwenden, erhalten wir nach einigen Umformun-
gen, bei denen (8) gebraucht wird, für o* den Aus-
druck 

Qma=ü°a6a+U0a[Qa-,QaH(xa)]. ( 2 8 ) 
0 1 0 

Wenn nun die nach xv differenzierte Gl. (27) un-
ter Beachten von ( 2 6 ) , (28) und (15) in (24) be-
nutzt wird, ergibt sich als dynamische Gleichung 

Da, = Qa üa + \-Ka,Ma) K K ( 2 9 ) 
0 0 

+ EJx.) Uaß VI + H^(xa)] + Pa;>v = 0 . 

Mit Hi l fe der CHRISTOFFEL-Symbole 

rQOn— ^{hnQ, oh f j i o , Q—h-Qo, u) (30) 

entsteht daraus die Form 
Da, = eaV°aUa/1,0 + QaUeaK[reo/1(xa) ( 3 1 ) 

0 0 
-üaixu>areav(xa)] + pa;,v = 0. 

Die vier Gin. (31) sind nicht linear unabhängig 
voneinander, denn es gilt 

(32) DaflK = 0 

Die vierte Komponente der dynamischen Gleichung 
ist durch (26) zusammen mit (28 ) gegeben. 

3. Selbstkräfte 

Wir schreiben zunächst (29) im momentanen 
Ruhsystem des Körpers a (Ua° = 1, tfol' = 0 ) auf. 
Mit ( 17 ) , (22) und (23) finden wir 

2 hbiO, 0 (Xa ) + Ha, i (Xa) Qa Uai, 0 + Qa 
0 0 b + a 

(33) 

+ ZHb,i(xa) +paiv,v = 0 
b =t= a 

(im Ruhsystem von Körper a ) . 

Da nach Voraussetzung (B) die Größen Aj,io(xa) 
und Hb(xa ) im Körper a praktisch konstant sind, 
können wir (33 ) zerspalten und schließen 

.QaHa,i{xa) +pai\v = 0 ( 3 4 ) 
0 

(im Ruhsystem von Körper a) . 



Durch eine LoRENTZ-Transformation auf das ur-
sprüngliche System, in dem sich der Körper a mit 
der Vierergeschwindigkeit U£ bewegt, wird 15 aus 
(34) 

Pa;,v + Qa(Ha,fl-Ua/xU>aHa>v) = 0. (35) 
0 

Für die in der dynamischen Gl. (29) enthaltenen 
Selbstkraft- und Druckterme 

K a ^ V a ; , v + Q a i K o , v K K (36) 
0 

+ Ha>vUaftU"a + Ha^] 

findet man mit Hilfe von ( 3 5 ) , (17 ) , (22) und 
(23) nach leichter Rechnung 

Kau = 0 (37) 

Die Selbstkraft- und Druckterme heben sich also 
gegenseitig weg. 

4. Bewegungsgleichungen 

Wenn wir (36) und (37) in (29) berücksichtigen, 
erhalten wir die Bewegungsgleichungen in der Form 

KuafI,o + u ° K £ K o , M 0 8 ) 
b 4= a 

+ U a ß U : Z H b t V ( a ) + £ H b t f l ( a ) = 0 . 
b 4= a b =¥ a 

Die Größen hbuo und H b sind dabei durch (22) und 
(23) mit den bekannten, durch (18) und (19) ge-
gebenen Potentialen k£v verknüpft. Führen wir das 
alles in (38) ein. so entstehen die Gleichungen 

ü°aUaM, 0 + S a , = 0 (39) 

mit den Abkürzungen 

= 2 {/*» UM Ua/i + $Uafl(U°aüba)* (40) 
b ~ a 

- UblJ(ü°aüba)]-fb^(a) [i-HKUbar]} , 

fb(a) = 4 mb[wb(a) ] . (41) 

Wir setzen noch 

b 4= a 

Die durch (38) bis (43) beschriebene Bewegung 
gestattet eine einfache geometrische Deutung: In der 
betrachteten Näherung bewegt sich Körper a auf den 
geodätischen Bahnen des durch alle anderen Körper 
erzeugten Gravitationsfeldes. 

Man rechnet nämlich leicht nach, daß die Glei-
chungen einer geodätischen Linie: 

ds2 + e f f "d\ d s 
(44) 

Nach einfacher Umrechnung mit Hilfe von (12) er-
gibt sich dann für die Bewegungsgleichungen des 
Körpers a die Gestalt 

G l . ä< \ ( 4 3 ) 

in dem von allen Körpern b =t= a am Ort des Kör-
pers a hervorgerufenen Gravitationsfeld, das in der 
hier interessierenden ersten Näherung durch 

guv(a) v hbf,v(a) (45) 
b 4= a 

gegeben ist, mit den Bewegungsgleichungen in der 
Form (38) übereinstimmen. 

Die Möglichkeit einer Subtraktion des Eigenfeldes 
des Körpers a vom Gesamtfeld ist offensichtlich an 
den linearen Charakter der ersten Näherung gebun-
den; in höheren Näherungen wird sich die Bewe-
gung nicht so einfach geometrisch deuten lassen. 

Um die Bewegungsgleichungen explizit darzustel-
len, drücken wir zunächst die retardierten Potentiale 
(41) [mit ( 1 9 ) ] durch den gleichzeitigen Abstand 

Rab=[(ai-bi)(ai-bi)]1'' (46) 

zwischen den Körpern a und b aus. Aus den in 
Abb. 1 dargestellten geometrischen Verhältnissen er-
gibt sich 

, , , 4 mb (, b% b2 \—V« 
IbW = TTOJ? \l+ C2 - ~ C 2 U°b Rab 

mit den Bezeichnungen 

b2 = bl bl, bR = b cos a = 

(47) 

Rab 
bk(ak-bk). (48) 

Daraus folgt (vgl. S Y N G E u , Appendix B) 

_ bl _ b*yi. 
'vv"/ (U°b)sRsab[l ' C2 c2 

fbAa) = - J ^ ( 1 + "" - (49) 

•V^-aX-ülUtR^), 

wobei noch a° = 6° zu beachten ist. Durch Einset-
zen von (49) in (43) entsteht dann mit Hilfe von 
(12) die explizite Form der Bewegungsgleichungen 

15 Die O-Komponente von (35) reduziert sich be im Übergang 
zum Ruhsystem auf eine Identität. 



+ {<j - b{) 

Wenn die Geschwindigkeiten aller Körper klein 
gegen die Lichtgeschwindigkeit, aber immerhin noch 
so groß sind, daß für alle Körper (d l /c)2 > Terme 
zweiter Näherung (or G2) gilt16, ist eine Entwick-
lung nach Potenzen von äl/c bis zur zweiten Ord-
nung physikalisch sinnvoll. Führt man das in Gl. 
(50) durch, so erhält man nach kurzer Rechnung 
die üblichen Bewegungsgleichungen von E I N S T E I N — 

I N F E L D - H O F F M A N N ( v g l . z . B . P A P A P E T R O U 6 ) b i s a u f 

die zu G2 proportionalen Terme, die in der hier be-
trachteten ersten Näherung natürlich nicht auftreten 
können. 

5. Formeln für die bei weit entfernten 
Aufpunkten 

Hier sollen Ausdrücke für die Feldgrößen g"v un-
ter folgenden Voraussetzungen angegeben werden: 

1. Die Geschwindigkeit aller Körper ist klein ge-
gen die Lichtgeschwindigkeit. 

2. Der räumliche Abstand R des Aufpunktes, in 
dem wir das Feld bestimmen, vom Ursprung ist sehr 
groß gegen den Abstand der einzelnen Körper vom 
Ursprung: 

R = {xl xl)1/2 > (a1 a1)1/! für alle a . (51) 

3. Der Schwerpunkt des ganzen Systems ruht: 

2 > a d ' = 0 . (52) 
a 

Dazu kommen natürlich noch die Voraussetzungen 
(A) und (B) der Einleitung, die ja für die ganze 
Arbeit gelten. 

Nach (2 ) , (16) und (18) haben wir zunächst 

r ( * ) = T + £ [ « , „ ( * ) ] - ' . (53) 

c c 
b2\v.i 

cV 

d* bk 

l - b2 VI (50) 

1 - b2 

Wegen (51) gilt näherungsweise 

wa(x) = U»R[ 1 - n ' 

mit der Abkürzung 
ni = xijR . 

(54) 

(55) 

Wenn wir nun in (53) Terme bis zur zweiten Ord-
nung in ä'/c berücksichtigen, so erhalten wir 

s.Z. 4 G V I a< 

9 j i t Z ^ T T > 

^NI 4 G 9 = „ n 

gOÜ= i + 

c 2 R 

2-1 Ct" 
ma — 

4 G 

a a 
c c 

c-R [ 2 L ft. 
ma 1 + 2 c' 

+ nl nk Y ma 
a' ak 

(56) 

In den beiden letzten Gleichungen ist (52) verwen-
det worden. Führen wir noch die bewegten Massen 

rna = ma 1 + 2 c2 (57) 

und die retardierten Trägheitsmomente 
Dik(t) = V ma al (r) ak (r) , x = x°-R (58) 

a 

ein, so erhalten wir für die g"v schließlich die Aus-
drücke 

32 gift = _ ftk + 

g0 i = _ 2G 

2 G 

c-R 3x°-

d2 

Dik{r) , 

c2R dx^dx* 

4 G 

Dik{x) , 

2 G 32 

c 2 R dxi dxk 
Dik(x) . 

(59) 

Dieselben Formeln sind kürzlich auf anderem Wege 
von F O C K 17 hergeleitet worden. 

6. Integration der Bewegungsgleichungen 

Bei „elliptischen" Bewegungen18 (etwa von Pla-
neten oder Doppelsternen) muß man die Bewegungs-

16 Für ein Zweikörpersystem z. B. würde das bedeuten, daß 
die Bewegung in NEwroNScher Näherung nicht auf ellipti-
schen, sondern auf hyperbolischen Bahnen geschieht, die 
sich nicht sehr stark von geraden Linien unterscheiden. 

17 V. A. FOCK, Rev. Mod . Phys. 29, 325 [1957], 
18 Bei der Unterscheidung von „elliptischen" und „hyperboli -

schen" Bewegungen denken wir an die Bahnen der Be-
standteile eines Zweikörpersystems in NEWTONscher Nähe-
rung. 



gleichungen von E I N S T E I N - I N F E L D - H O F F M A N N 2 ver-
wenden. da hier die zu G2 proportionalen (bei uns 
fehlenden) Terme wesentlich sind und die Entwick-
lung nach Potenzen der Geschwindigkeit bis zur 
zweiten Ordnung berechtigt ist. In der Tat hat 
R O B E R T S O N 19 gezeigt, daß die Gleichungen von 
E I N S T E I N - I N F E L D - H O F F M A N N zur richtigen Perihel-
drehung eines kleinen Planeten im Feld eines schwe-
ren Zentralkörpers führen, während sich ohne die zu 
G2 proportionalen Terme das (5/3)-fache des EIN-
STEiNschen Wertes ergibt. 

Wir wollen uns daher bei der Integration unserer 
Bewegungsgleichungen (50) auf den „hyperboli-
schen" Fall beschränken und außerdem noch voraus-
setzen : 

1. Es sind nur zwei Körper vorhanden. 
2. Ihre Bahnen weichen nur wenig von geraden 

Linien ab 20. 
Wir bezeichnen die räumlichen Koordinaten der 

beiden Körper mit xal (a = 1, 2) und setzen 
xo = c t = T . 

Das Koordinatensystem wählen wir so, daß die Be-
wegung in nullter Näherung parallel zur ^-Achse 
erfolgt, daß also in nullter Näherung gilt: 

Xj1 = 1 1 , Xj2 = 0 , xx3 = vx T . 

= - l l , x22 = 0 . 
(60) 

= - R vl(vl~v2) T . 

1 
c c = R^(v1-v,)T 

mit R- = Rio = l2 + K - v2)2 T2 , 

und wir erhalten nach einigen Umformungen 

% = C^ (Aa + B T2) , 

^ =Ca3T(Aa + BT2)-'<> 

mit den Abkürzungen 

( a = 1, 2) 

(61) 

(62) 

(63) 

(64) 

Ax = l2( l-v22), A2 = l2( l - v 2 ) , 

B={vx-V2)2, 

cy= -iM2a-v22y>K, c2* = - c y , 

Ma = G ma/c2, 

K= (1 —v1v2)2 + {v1-v2)2 , 

C* = -M2{vx-v2){ 1 - v2) (1 - vx v2) 

.[K-4K-t;2)2], C23 M1 
M, C* 

Dabei ist natürlich | vx | ^ 1, | v2 | ^ 1 . 
Im Sinne unseres Näherungsverfahrens fassen 

wir die Beschleunigungen als kleine Größen auf und 
setzen demgemäß in die rechte Seite von (50) über-
all die nullte Näherung (60) ein2 1 . Nach (48) ist 

Als Anfangsbedingungen wählen wir 

^ ( - o o ) - ! , X 2 1 ( - o c ) = - i , X a 3 ( 0 ) = 0 , 

(66) 

( - 0 0 ) = 0 , ^ ( - OO ) = va , 

d. h. zu Anfang (T — — oo ) bewegen sich beide Teil-
chen parallel und symmetrisch zur a^-Achse mit der 
Geschwindigkeit va und laufen zur Zeit T = 0 anein-
ander vorbei. 

Die Bewegungsgleichungen (63) und (64) lassen 
sich ohne weiteres integrieren, und wir bekommen 
unter Berücksichtigung der Anfangsbedingungen 
(66): 

d T = Aa LT(Aa + B T 2 ) - ^ + B - ^ ] , (67) 

d 4 
d T 
C\ 

Cl 
B {Aa + BT*)-*, 

x l = v a T - In 
B VA 

Aa 
l+ B T2f 

Aa J 

(68) 

r ' 
(69) 

(70) 
Durch Elimination von T aus (69) und (70) ergibt 
sich die Bahngleichung 

x3 = ß-V, | Va (Aa ß 2 ^ _ 1j _ C 3 l n ( Ä y 2 ß i a ) _ 

(71) 

Die dabei auftretende Variable £ a , definiert durch 

xl + ( - D a (72) 

ist wegen z / | / , x 2 ^ l — \ l und (65) stets 
größer oder gleich Null. 

Die physikalisch am meisten interessierende 
Größe bei dieser Art von Bewegung ist der Ab-

19 H. P. ROBERTSON, Ann. Math. 39, 101 [ 1 9 3 8 ] . 
20 Ohne die zweite Voraussetzung wäre ein um so größerer 

Fehler zu erwarten, je größer die Krümmung der hyper-
bolischen Bahnen sein würde. Die folgenden Rechnungen 

werden um so besser gelten, j e „ste i fer" die Bahnen sind. 
21 Die Summe in (50) reduziert sich hier auf ein einziges 

Gl i ed ; a bezieht sich auf Körper 1, b auf Körper 2. 



lenkwinkel 0 a , der Winkel zwischen den Bahn-
asymptoten des Körpers a ( a = l , 2 ) . Er ist gege-
ben durch 22 

dxl -i t g @ a = lim 
—oo ^ <x 

wofür man nach (67) und (68) 

2 _[Cl_i_ 
va AaBll-tg @a = 

(73) 

(74) 

bekommt. Wenn wir (65) verwenden und bedenken, 
daß die rechte Seite von (74) von erster Ordnung 
klein ist, wir also den Tangens durch den Winkel 
selbst ersetzen dürfen, erhalten wir explizit 

f ) f ) _ 2 M2 (l-tfr i>,)»+(^-P,)« 

2 Mt (l-v1v2)2+{v1-v2)2 0 2 ^ t g @ 2 
I v2 I vt — v2 I (1— vf)1'* 

gleichen, entgegengesetzt gerichteten Anfangsge-
schwindigkeiten bewegender Körper (Mt = M2 = M , 
vx = — f 2 = f > 0 ) wird aus (75) 

8 0 1 6 2 l v (1 —v ) I* 
(76) 

Der Verlauf dieser Funktion ist in Abb. 2 darge-
stellt. 

A b b . 2 . 
Ab lenkwinke l © als Funktion 
der Geschwindigkeit v . Das 
M i n i m u m liegt bei v ^ 0 , 6 . 

Nach (75) und Abb. 2 gilt tg für va->0. 
Der Ablenkwinkel wäre in diesem Fall nicht mehr 
klein. Für sehr kleine Geschwindigkeiten hat aber 
unser ganzes Näherungsverfahren keinen Sinn, da 
wir ja voraussetzen, daß sich beide Körper fast ge-
radlinig bewegen. Das mit wachsendem va zunächst 
erfolgende Abnehmen von tg 0 a , verursacht durch 
den Faktor va~i in ( 7 ) , entspricht den N E W T O N -

schen Verhältnissen und rührt davon her, daß sich 
die Körper weniger lange in Bereichen mit starker 
Anziehung aufhalten. Diesem Effekt ist aber ein 

zweiter überlagert, der durch den Faktor (1 — v2)~lh 

im Ausdruck für tg bedingt ist und der sich 
qualitativ als eine Vergrößerung der „felderzeugen-
den" Masse M2 im Sinne der speziellen Relativitäts-
theorie deuten läßt23 . Dadurch wird das Gravitations-
feld verstärkt und der Ablenkwinkel vergrößert, 
woraus sich das erneute Ansteigen der Kurve in 
Abb. 2 erklärt. Bei sehr großen Ablenkwinkeln 
— bedingt durch — gilt allerdings unsere 
Näherung wieder nicht mehr, weil dann das Gravita-
tionsfeld so stark geworden ist, daß Voraussetzung 
( A ) , die unseren sämtlichen Rechnungen zugrunde 
liegt, nicht mehr erfüllt ist. 

(75) 
Körper M (cm) Z(cm) v' 

(75) (75) 
Nukleon 10-52 10-13 10-73 

l g 10-28 1 io-51 

sich mit 
Sonne 105 1011 10-6 

sich mit 
T a b . 1. Geschwindigkeiten v'—\ — v, f ü r die der Ablenk-

winkel © die Größenordnung 0,01 annimmt. 

In Tab. 1 sind einige Zahlenbeispiele zusammen-
gestellt. Die erste Spalte gibt die Art der Körper 
an, die zweite ihren Gravitationsradius M und die 
dritte den senkrechten Abstand l zwischen ihren 
Bahnen bei großen Entfernungen. In der letzten 
Spalte ist die Größenordnung der Geschwindigkeit 

v = 1 — v 

mit Hilfe der aus (76) folgenden, für v ^ 1 gül-
tigen Näherungsformel 

t g a 8 1 
y~2 l yV ( v < i ) (77) 

so berechnet worden, daß tg jeweils die Grö-
ßenordnung 0,01 bekommt. Man sieht, daß erst bei 
sehr großen Geschwindigkeiten eine merkliche Ab-
lenkung auftritt. Der oben erörterte Fall, daß das 
Gravitationsfeld nicht mehr schwach ist, ist trotz der 
hohen Geschwindigkeiten noch nicht eingetreten; 
denn eine Überschlagsrechnung zeigt, daß in den 
in Tab. 1 aufgeführten Fällen alle nichtverschwin-
denden Größen kuv die Größenordnung 0,01 haben. 

Für die Ablenkung eines Probeteilchens im Feld 
eines ruhenden Körpers (M2 Mx, v2 = 0) ergibt 

22 W i r rechnen 0 a stets positiv. 
23 Eine entsprechende Vergrößerung der „ t r ä g e n " Masse M x 

tritt dagegen im Ausdrude für tg nicht auf , wie man 
sieht. 



sich aus (75) 

0 1 = 2 f ( l + A ) . (78) 

Denselben Wert findet man — wie es sein muß —, 
wenn man die Bahn eines Probeteilchens in einem 
ScHWARzscHiLD -Fe ld , d a s d e r K o o r d i n a t e n b e d i n g u n g 

(1) gehorcht, in erster Näherung berechnet. Für 
vx = 1 folgt aus (78) der bekannte Wert für die 
Lichtablenkung: 

<91 = 4 M 2 / l . (79) 

Ich bin Herrn Prof. PAPAPETROU für die Anregung zu 
diesen Untersuchungen und für viele wertvolle Diskus-
sionen zu großem Dank verpflichtet. 

Zur Gravitationsstrahlung nach BEL1 

V o n D . GEISSLER 

A u s dem Theoretisch-Physikalischen Institut der Universität Leipzig 
(Z. Naturforschg. 14 a, 696—698 [1959] ; eingegangen am 21. April 1959) 

Die Ergebnisse von BEL 1 werden auf das Gravitationsstrahlungsfeld eines zeitweise nichtstationä-
ren Systems angewendet . 

Die Schwierigkeiten, die das Problem der Gravita-
tionsstrahlung in der allgemeinen Belativitätstheorie 
bietet, rühren bekanntlich vor allem davon her, daß 
man bei der Formulierung eines differentiellen Er-
haltungssatzes für Energie und Impuls eines Sy-
stems, das allgemein aus Materie und zugehörigem 
Gravitationsfeld besteht, einen Pseudotensor einfüh-
ren muß. eine Größe also, die sich nur bei linearen, 
nicht aber bei allgemeineren Koordinatentransfor-
mationen wie ein Tensor verhält. Wegen dieser man-
gelnden Kovarianz des Pseudotensors t,/ der Ener-
gie-Impuls-Dichte des Gravitationsfeldes ist es oft 
nur schwer möglich, die physikalische Realität der 
damit erhaltenen Ergebnisse zu erkennen, z. B. also 
festzustellen, ob eine in einem bestimmten Koordi-
natensystem nicht verschwindende Strömung von 
Gravitationsenergie in einem anderen Koordinaten-
system nicht doch zu Null wird. 

Einen Ausweg aus diesen Schwierigkeiten hat nun 
kürzlich BEL 1 versucht, indem er einen (echten) 
Tensor vierter Stufe angibt, der bemerkenswerte 
Analogien zum Energie-Impuls-Tensor des MAXWELL-

Feldes aufweist und mit dessen Hilfe ein „Gravita-
tionsstrahlungszustand" definiert wird. 

Andererseits konnte vor kurzem gezeigt werden 2, 
daß die von einem zeitweilig nichtstationären System 
emittierte Gravitationsstrahlung eine nicht verschwin-
dende Gesamtenergie besitzt, die sich nicht durch 
Koordinatentransformationen zu Null machen läßt. 

1 L. BEL, C. R . A c a d . Sei. , Paris 247 , 1094 [ 1 9 5 8 ] ; 246 , 
3015 [ 1 9 5 8 ] . 

2 D . GEISSLER, A . PAPAPETROU U. H. TREDER, A n n . Phys., Lpz. 
(7) 2, 344 [ 1 9 5 9 ] . 

Obwohl hierbei die Gesamtenergie in der üblichen 
Weise, d. h. unter Verwendung des Pseudotensors t,/ 
definiert wird, ist das Ergebnis kovariant, was mit 
Hilfe der von WEYL 3 angegebenen integralen Form 
des allgemein-relativistischen Energie-Impuls-Satzes 
erreicht wird. 

Es wird daher von Interesse sein, den Tensor von 
BEL für das Strahlungsfeld eines während einer 
endlichen Zeit nichtstationären Systems explizit aus-
zurechnen und auf seinen physikalischen Gehalt zu 
untersuchen. Das soll im folgenden getan werden. 

Der „Energie-Impuls"-Tensor von BEL ist defi-
niert durch 4 

Taßuv = A gaß g uv — Maßuv ( 1 ) 

mit der Invarianten 

A = l Raß.uv ( 2 ) o 
und dem Tensor 

Maß uv = R-au Roßov + R3a°v R0ßo,u . ( 3 ) 

D a b e i ist Raßu>• der RiEMANNsche K r ü m m u n g s t e n s o r . 

Wir betrachten nun ein makroskopisches System, 
das (dauernd) in der Nähe des Koordinaten-
ursprungs lokalisiert ist und sich zu den Zeiten 
£ < 0 sowie t>T (T endlich) in einem stationären 
Zustand befindet, im Zeitintervall 0 ^ t T da-
gegen Gravitationsstrahlung aussendet. Das von die-
sem System erzeugte Gravitationsfeld2 hängt für 

3 H. WEYL, R a u m —Zei t —Mater ie , Springer-Verlag, Berlin 
1923, §§ 37, 38. 

4 a, / ? , . . . = 0, 1, 2, 3 ; i, j, k,... = 1, 2, 3 . 


